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Toepassing op wiskundige relaties

Gegeven is een wiskundige relatie, bijvoorbeeld de faculteit van N:

N! = N ∗ (N − 1)! , N ≥ 0 , (0! = 1). (1)

Programma 5.1

static int factorial(int N)
{

if (N==0) return 1;
return N*factorial(N-1);

}
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Enkele opmerkingen

Een eenvoudige lus kan dezelfde berekening uitvoeren.

Een recursief programma kan ook altijd omgezet worden in
een niet-recursief programma en omgekeerd.

Soms is het ontwerp van een recursief programma eenvoudiger
dan dat van een lus die correct eindigt.
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Correctheid

Bewijs door middel van inductie dat de recursie werkt; bijv. voor
N!:

static int factorial(int N)
{

if (N==0) return 1;
return N*factorial(N-1);

}

Deze berekent 0! (basis stap)
Omdat ze (N − 1)! berekent, berekent ze N! (induktie)
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Correctheid

We zullen geen formele correctheidsbewijzen beschouwen; we
proberen slechts aan de twee basis eigenschappen te voldoen:

Een beginstap moeten we expliciet oplossen (basis stap)

Recursieve aanroep met een kleiner argument (inductie)

In dit programma (programma 5.2) is de inductie niet zoals
hiervoor gedefinieerd:

static int puzzle(int N)
{

if (N == 1) return 1;
if (N%2 == 0) return puzzle(N/2);
else return puzzle (3*N+1);

}
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Puzzle-voorbeeld

puzzle (3)
puzzle (10)

puzzle (5)
puzzle (16)

puzzle (8)
puzzle (4)

puzzle (2)
puzzle (1)
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Algoritme van Euclides

Vind de grootste gemeenschappelijke deler van twee getallen M en
N, met M > N.

Als M en N een gemeenschappelijke deler p hebben, is p ook
een delen van M%N.

De grootst mogelijke waarde van p is N;

Als op een bepaald moment p gelijk is aan N, dan hebben we:
M%N = 0 en het algoritme moet stoppen!

static int gcd(int M, int N)
{

if (N==0) return M;
return gcd( N, M % N );

}
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Algoritme van Euclides

gcd (314159 , 271828)
gcd (271828 , 42331)

gcd (42331 , 17842)
gcd (17842 , 6647)

gcd(6647 , 4458)
gcd(4458 , 2099)

gcd (2099, 350)
gcd(350, 349)

gcd(349, 1)
gcd(1,0)
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Rekenkundige expressie boom

×

5 +

×

+

9 8

×

4 6

7

Figuur: Voorbeeld: boom voor een rekenkundige uitdrukking
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Prefix-uitdrukking evauleren

Het recursieve programma (5.4) evalueert de prefix-uitdrukking uit
het vorige hoofdstuk, bijv.:

∗ + 7 ∗ ∗ 4 6 + 8 9 5

Idee: recursie op de linker-boom en rechter-boom wordt
gelijktijdig geinitieerd! Meer details op de volgende sheet.

Pas op! Geldige rekenkundige uitdrukkingen zijn + en ∗, maar
niet − of /.
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Programma 5.4

static char[] a;
static int i;
static int eval()
{

int x=0;
while (a[i] == ’ ’) i++;
if (a[i] == ’+’)

{ i++; return eval() + eval (); }
if (a[i] == ’*’)

{ i++; return eval() * eval (); }
while ((a[i] >= ’0’) && (a[i] <= ’9’))

x = 10*x + (a[i++] - ’0’);
return x;

}
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Prefix voorbeeld

eval() * + 7 * * 4 6 + 8 9 5
eval() + 7 * * 4 6 + 8 9 5

eval() 7
eval() * * 4 6 + 8 9 5

eval() * 4 6 + 8 9 5
eval() 4
eval() 6

return 24 = 4*6
eval() + 8 9 5

eval() 8
eval() 9

return 17 = 8+9
return 408 = 24*17

return 415 = 7+408
eval() 5

return 2075 = 415*5
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Slotopmerkingen: Recursie en bomen

Diepte van de recursie: is de maximale nestingsdiepte en hangt af
van de invoer.

Recursieve programma’s: hebben een stack-machine nodig,
waarvan het geheugengebruik evenredig is aan de
diepte van de recursie.

Datastructuren: zijn inherent recursief als de objecten in de
structuur refereren naar objecten van hetzelfde type.

Recursieve programma’s: zijn daarom die implementaties, die zich
voor zulke datastructuren, zoals gelinkte lijsten,
lenen.

Let op: dat de diepte van de recursie met de lengte van een
gelinkte lijst kan overeenkomen.
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Programma 5.5: Voorbeeld van recursieve functies voor
gelinkte lijsten

int count(Node h) {
if (h == null) return 0;
return 1 + count(h.next);

}
Node remove(Node h, Item v) {

if (h==null) return null;
if (eq(h.item , v)) return remove(h.next , v);
h.next = remove(h.next , v);
return h;

}
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Programma 5.5: Voorbeeld van recursieve functies voor
gelinkte lijsten

void traverse(Node h) {
if (h == null) return;
h.item.visit ();
traverse(h.next);

}
void traverseR(Node h) {

if (h == null) return;
traverseR(h.next);
h.item.visit ();

}
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Dynamische Programmeren

Afhankelijkheden van deelproblemen

Verdeel-en-heers: dat functioneert, als de deelproblemen
onafhankelijk zijn.

Als de deelproblemen niet onafhankelijk zijn, kunnen
recursieve programma’s veel meer tijd nodig hebben.

Als de deelproblemen NIET onafhankelijk zijn, kan men beter
andere systematische technieken toepassen.
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Fibbonaci nog een keer

Het volgende recursieve Fibonacci progamma is bijvoorbeeld zeer
inefficient (en moet niet worden gebruikt):

static int F(int i)
{

if (i<1) return 0;
if (i==1) return 1;
return F(i-1)+F(i-2);

}
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Een lineair programma

Een lineair programma dat een array vult onder
gebruikmaaaking van een recurrente betrekking is echter snel
en gemakkelijk.

Het bijhouden van de laatste twee fibonacci getallen is
voldoende om de berekening uit te kunnen voeren. (exercise
5.37)
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Dynamisch programmeren bottom-up

Dynamisch programmeren bottom-up

Dit geldt voor elke recursieve berekening, onder de voorwaarde
dat we eerder berekende waarden kunnen opskaan.
Bijvoorbeeld voorhet fibinacci voorbeeld:

F[0] = 0; F[1] = 1;
for (int i=2; i<N; i++)

F[i]=F[i-1]+F[i-2];
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Dynamisch programmeren top-down

Top-down dynamisch programmeren

Recursief maar vermijdt de herberekening door bekende
waarden in een array op te slaan.

static final int maxN = 47;
static int knownF [] = new int [maxN];
static int F(int i)
{

if (knownF[i] != 0) return knownF[i];
int t=i;
if (i<0) return 0;
if (i>0) t = F(i-1) + F(i-2);
return knownF[i] = t;

}
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Eigenschap van dynamisch programmeren

Property 5.3Eigenschap 5.3 Dynamisch programmeren reduceert
de looptijd van een recursieve methode ten hoogste
met de tijd die nodig is om de functie te evalueren
voor alle argumenten kleiner of gelijk aan het
gegeven argument. Waarbij de kosten van de
recursieve aabroep constant genomen is.
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